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Bemerkung zu dem vorstehenden Aufsatz des 
Herrn L. E. J. Brouwer. 
A. SC~O~FLmS in K6nigsberg i./Pr. 
Die interessanten u d wichtigen Typen yon Gebiebn und Gebie~sgrenzen, 
au{ die Herr L. E. J. B rouwer  in dem vorstehenden Aufsatz hingewiesen 
hat, waren mir bei tier Abfassung 4es zweiten Teils meines mengentheo- 
retisehen Berichts*) bider entgangen. Dies hat bewirkt, dab sich an 
einigen Stelten des Berichts, an denen die beziiglichen gestalflichen Typen 
in die Beweisfiihrung hineinspielen, eine Lficke oder Unrichtigkeit ein- 
gesehliehen hat, die der Beseitigung bedarf: ~on erheblicherer TragweiW 
isl dies nur fiir den allgemeinen Aufbau des ftinften Kapi~els, da die Ab- 
leitung der in den ersten Paragraphen enthaltenen Siitze sofort mit dem 
allgemeinsten Kurvenbegriff operier~ und daher~ wie Herr B r o u w e r gezeigt 
hat, mi~ Riickslcht auf die yon mir iibersehenen gestalflichen M~iglichkeiten 
in ~eser allgemeinen Form versagt.**) 
Um die ~_blei~ung der genunn~en Si~ze zu sichern~ kann man, wie 
Herr Brouwer bemerk~, so verfahren, dab man einersei~s den Jordansche~ 
K'urvensatz voraussetzt, der unabhiingig bewiesen werden k6nne, ~.nderer- 
sei~ die in w167 3 mad 4 enf~halbnen Hilfssi~tze zun~chst nicht fiir den all- 
gemeinen Kurvenbegriif, sondera nur fiir _Po~ygone beweist, was ftlr das 
wei~ere ~ abgesehen yon tier am SchluB genann~en Liic~e - -  aus- 
rei~hend ist.***) 
Es liegt mir abet daran, zu zeigen, dab man den yon der Brouwer- 
sehen Krigk getroffenen Tell meiner allgemeinen Entwicklungen auch im 
t~ahmen umd auf der Grundlage des Berichts aufreeht erhalten kann. 
*) Die En~wicklung dot Lehre yon den Punk~mannigfaltigkei~en, Teil II Leipzig, 1908, 
**) Dutch diese Gebiete ~vird iibrigen~ auch ein s yon mir aufgestellter Sate 
fiber Folgen ~.usschllei~ender Polygone in seiner allgemeinen Form hinf~Lltig. Vgl. 
diese Annalen Bd. 62, S. 290. 
~**) ~Tgl. die vorstehende Abh~ndlung, S.431. 
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Der Berieht stellt die einfache gesehlossene Kurve in den Vordergrund, 
die er unabhgngig yon dem Jordanschen Kurvensatz definiert, und fiber- 
dies solche Eigenschaften, die ich als die einfaehsten gestaltlichea In- 
varianten ansehen m6chte, n~imlieh gewisse Beziehungen der ~Iengen zu 
ihren Teilmengen und Komplement~rmengen. Um in dieser Weise die 
genannten Sg~zo abzuleiten, genfigt es, start der im Bericht benutzten 
allgemeinen Kurven zun~iehst nur einfache geschlossene Kurven in Betracht 
zu ziehen und sieh auBerdem eines einfachen methodisc]u~n Hilfsmittels zu 
bedienen. Es bes~eht in niehts weiterem, als in einer gewissen Umstellung 
der im ftinften Kapitel enthal~enen S~tze. 
Diese Ums~ellung hat einen Frinzipiellen Charakter und sol/ daher 
v0rweg er6r~ert werden. Ich werde n~mtivh die Invarianz der .Erreich- 
bar,it an die S2itze der ~ntwicklungen stetlen. Methodisch liegt das often- 
bar sehr nahe. Denn die Erreiehbarkeit stellt - -  kurz gesprochen - -  das 
ges~altliche ~quivalent der Stetigkeit dar; wenn man sich also mit den 
gestalflichen I varianten der ste~igen Abbildung beseh~ftigt, so lieg~ niehts 
n~her, als die Invarianz ihrer wesentliehsten gestaltlichen Eigenschaft, n~m- 
lieh tier Erreichbarkeit, zuerst zu erSrtern. Wie das Folgende zeigen 
wird, bedeu~et dies in der Tat eine erhebliche Verbesserung und Verein- 
faehung des Beweisganges. Wenn ich im Bericht noch nicht so verfuhr, so 
beruht es wohl darauf, dab ieh den yon mir eingeffihrten neuen Begriff der 
Erreichbarkeit als etwas weniger einfaeh oder als tiefer liegend ansah und 
ihn deshalb erst naeh den sonstigen gestaltlichen Beg-riffen behandelte.*) Es 
ist aber sowohl natfirlieher als aueh zweckm~13iger, umgekehr~ zu ver- 
fahren. 
Im einzelnen bemerke ich noch folgendes. Was das vierte Kapitel 
betriff~, so m6chte ich zuns auf die Stelle hinweisen, in die die yon 
Herrn Brouwer gefundenen Gebiete hineinspielen, und die den wesent- 
liehsten und folgensehwersten FehlschluB enth'~lt. Pormal kommt er so 
zus~nde, dab eine flit den Beweis benutzte Punktmenge sich aueh auf 
Nu// reduzieren kann, und dab alsdann der Beweis versagt. Materiell hat 
er zur Folge, dab einige der yon Herrn Brouwer kritisierten S~ze ganz 
illusorisch werden; einige lassen sich aber so abs dab in sie nieht 
der allgemeine Kurvenbegriff eingeht, sondern ein etwas weiterer Begriff~ 
den ich tiufleren _Rand oder Auflenrand des Gebietes nenne, dab sie aber 
im tlbrigen bestehen bleiben und sieh in dieser Form far die Beweis- 
f~ihrung in Kap. V wieder verwenden lassen. 
Eingehender sind die Anderungen zu behandeln, die im ftinf~en 
Kapitel anzubringen sin& Ich er~rtere zun~chst einige S~.tze fiber den 
*) Vgl. Kap. V, w 9ft. 
Bemerkung zur Analysis Situs. 
Erreiehbarkeitsbegriff~ und lasso auf ihrer Orundlage die neue Darstollung, 
die an SteUe yon w 3 zu ~reteu hat, folgen; wie ich bereits oben andeutete, 
ist es mir mSglieh, den Beweis des in ihm an die Spitze gestellten Hilfs- 
satzes noch erheblich einfacher zu gestalten, als es im Bericht geschehen ist. 
Endlich zeige ich, wie eine in w 4 en~haltene Beweisliicke auszufilllen ist. 
~brigens werde ieh die folgende Darstellung etwas ausfiihrlicher 
hal~en, als dies im Bericht mit Riicksieht auf seine knappe Form im all- 
gemeinen gesehehen ist. 
w  
Bemerkungen zu Kapitel Iu 
Ich beginne mit dem Satz XIII. Er betri~t solche Kontinus 2:, deren 
I~omplement~rmenge i  mehr als zwei Gebiete zerf~llt. 
Is~ (~' irgend eines dieser Gebie~e, so besteht fiir dieses Gebiet die 
im Bericht ~bgeleitete Gleichung 
~= q~'+ ~' + ~+ ~, 
we ~' die volle G.renze yon fig' ist, und das ~uBere Gebiet ~l, das den un- 
endlich fernen Punkt enthi~lt, mit ~ zusammen die Komplementlirmenge 
yon (~'~-~' bildet. Die Menge %' wird dann wieder in die Bestaudteile 
zerlegt, yon denen ~ die voile Grenze yon ~[ bildet, und ~ reap, •, 
die Teilmengen bedeuten, die Grenzpunkte nur yon (~" oder nur yon ~ shad. 
Mittels der Menge ~ wird dann im Bericht geschlossen, dab die 
Mengen 
+ 
eiu zusammenh~ngendes G bie~ darstellen. Dieser Schlu,$ versagt jedoch 
in dem Fall, daft ~h ~ 0 ist; und dies ist der ~FaZZ, dem die yon ]terra 
J~rouu, er bemerMe .M6flichkeit entspricht. *)
I~ier muff vielmehr folgende Dars~ellung Platz greifen, Die Mange 
zerlegen wir in 
und zwar sell jedes Gebiet ~)' Punkte yon ~a ale Grenzpunk~e enthalten, 
wi~hrend dies ffir die Gebiete ~" nieht der Fall ist. Fllr jedes einzelne 
Gebiet ~)' besteht danu die im Berieht abgeleitete Eigenschaft, dab 
@'+ ~'+ ~ + ~:~ 
*) Dao gleiche gilt von den analogen Sittcen fiber eine Folge aasschlie~ender 
Polygone in Math. Ann. Bd. 62, ~. 291. 
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eine zusamnlenh~ngende Menge darstell~; das gleiehe gil~ daher aueh f~ir 
@'+ B~'§  Z~§ Z~/, = G. 
Man erh~lt daher schliel~lich 
und geln~iB unserer Definition ist jeder Punkt yon ~:~ gemeinsamer Grenz- 
punk~ yon ~' and yon ~, also aueh van @ und yon ~. Es is~ abel" 
auch jeder Grenzpunk~ eines jeden Gebie~es ~" in ~ enthaI~en. 
Die Menge ~:~' ist in diesem Fall keine geschlossene Kurve. Sie stellt 
vielmehr einen allgemeineren gestaltlichen Typus dar, den man als Au/3en- 
rand oder gu/3eren _~and des Gebiets bezeichnen kann. Wie die Brouwer- 
schen Beispiele zeigen~ kann 2~"  in eine abz~hlbare Menge yon Einzel- 
gebieten zerfallen, die voneinander getrennt sind, so dab in den AuBen- 
rand yon {~' sogar eine abz~ihlbar unendliehe Menge yon geschlossenen 
Kurven eingehen kann. In dieser Weise ist daher der Satz X] I ]  ab- 
zu~ndern. 
Der Satz XV bedarf nur der Modifikation, dab in ihm tier Begriff 
,geschlossene Kurve" dutch die weitere Fassung ,~geschlossene Kurve oder 
Aut~enrand" zu ersetzen ~s~. Die S~itze XIV und Xu werden jedoeh 
ganz hJnf~llig~); ffir sie bilde~ die irr~fimliche Ta~sache, da~ zu jedem 
geschr~inkten Gebiet else geschlossene Kurve als Au~enrand geh5re, den 
wesen~tichen Beweisgrund. Das gleiche gilt daher auch yon der aus 
Satz XIV gezogenen Folgerung, dal~ zwei Kurvenbogen, die dutch zwei 
Wege bes~imm~ weMen, nich~ iden~isch sein kSnnen, wie dies Herr 
Brouwer dutch seine Beispiele ausfiihrlieh belegt hat. 
Ich benutze die Gelegenheit~ nm noch einige wei~ere Versehen~ auf 
deren Vorhandenseia ich dutch Herrn Brouwer brieflieh hingewiesen wurde, 
richtig zu stel]en. 
1) In w 3 (S. 105) is~ in G1. (1) die Menge ~ durch eine Teilmenge 
yon ~: zu ersetzen. Gemeint ist die in den Quadraten 6~ 7, 8 vorhandene 
Teilmenge ~:~. Dasselbe gil~ fiir die unter 1) aufgeffihrte Eigenschaft des 
zu 2 zugeordneten Punktes t.**) 
2) In w 7 (S. 113) bezieh~ sich die ffir N'  geltende Behauptung 
(Zeile 5~7)  nut nuf die beziigliche Teilfigur und nicht auf die Gesamt- 
figur. Nut die Ietzten beiden Abs~i~ze yon w 7 beziehen sich wieder auf 
die Gesamtfigur. 
*) ])or Satz XVII is$, wie ich bereits im Boricl2~ erw~lmte, f~r den allgemoinea 
Aufbau fiberhaup$ e~behrlich. 
**) Da$ t nich$ der Punlrt sein sollSe, ffir den q(p, ~) selbs~ ein Minimum ist, 
geht aus S. 105 Z. 3 deu~lich ervor. 
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Bemerkungen zu ]~apitel V. 
Der Einleitung gemiil~ denke man sich zun~ehst die S~itze voran- 
gestellt, die den Y~rreichba.rkcitsbegriff und die einfache geschlossene Kurve 
betreffen. Es sind dies die S~tze yon w167 9, 10, 11. Sie beruhen siimt- 
lieh ausschlieBlieh auf den Entwickelungen yon Kap. IV. Zn ihnen fiige 
ich noch die aus der Definition unmit~elbar folgende Ta~sache, dafi "be; 
der einfaehen Knrve die Teilung in Kurvenbogen denselben Geseizen ge- 
niigt, wie beim Kreis und beim Polygon; insbesondere gilt der Satz, dab 
zwei Punkte c 1 und c~ einer einfachen gesehlossenen Kurve @ zwei Kurven- 
bogen best;tureen, die nur die Punkte c 1 und c~ gemein haben. Die 
Wege, die ,~on einem Punkt a des iiul~eren Gebiets und einem Punkt m 
des inneren Gebieis zu c 1 und c 2 fiihren, best;tureen niimlich ein Polygon 
yon tier Art, dab der eine Kurvenbogen in seinem Innern, der andere in 
seinem AuSeren enthal~en ;st.*) 
Alsdann lasse man denjenigen Satz folgen, der im Bericht in w 15 
enthalten ;st, nut mi~ der MaSgabe, dab ich ihn sofort auf einfaehe Kurven 
ausdehne, ihn dagegen auf die umkehrbar eindeugge Abbildung beschriinke. 
Er lautet dann: 
1) Ist die Grenze % des Gebietes ~ umkehrbar eindeutiges und stetiges 
Abbild einer einfachert gesehlossenen .Kurve oder eines einfachen Kurvenbogens, 
so sind alle _Punkte yon ~J fiir das Gebiet q~ allseitig erreichbar. 
Den Beweis seize ich noch einmal hierher. Er folg~ ganz dem des 
Berichts, mit der Vereinfaehung, dab ich den Fall der ganzen Kurve auf 
den des Kurvenbogens zuriickffihre. Ist niimlieh ~ Bild einer geschlos- 
senen einfachen Kurve, so entsprieht einem Kurvenbogen K' eine und nur 
eine zusammenh~ngende Teilmenge ~' yon ~E, und es geniigi, mit ihr zu 
operieren. Zeigen wir niimlich, da$ jeder Punkt yon ~' iiir das Gebiet 
@ allseitig erreichbar ;st, so folg~ es, da K' beliebig ;st', auch ftir 
selbst. 
Sei nun (~'~n Teilgebiet yon (~, dessen (]renz~u ~' gehSr~, t' ein Punkt 
seiner Grenze flfncl {4} eine gegen ihn konvergierende einfache Folge, die 
~' angehSrt; die Bildpunkte auf dem Bogen K" seien k' and {k,}. Man 
kann nun noch nicht ohne weileres behaupten, dab anch die Punkte {k, } 
eine einfache Folge bilden, jedenfalls kan, man aber aus ihnen, wie in 
w 9 des Berichis (S. 173) angegeben ;st, eine Teilfolge {k,,'} so best;tureen, 
*) Der Begriff der einfachen geschtossenen Kurve und die oben angedeuf~t~en 
leich~ beweisbaxen Satsze hatten zweckmi~l~ig schon ia Kapi~el IV, w 12 des Berichtss 
erwi~hnt werden sollen. Sie sind erst S. 181 kurz gestreift worden. 
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dab sie einfach ist, und dab auch die Punkie {t(} eine einfache Folge 
bilden. 
Jedem Kurvenbogen K/~k/k~+l  entspricht nun eine zusammen- 
hiingende Teilmenge ~:',., die t:. und t,~+l enthiilt, und da es - -  gem~B dem 
obigen - -  auf dem Bogen K '  nur einen Kurvenbogen gibt, der nut die 
Punkte k/ und k~'+l der Folge enthiilt, so gibt es aueh m~r eine zu- 
sammenhiingende Teilmenge T~;, tier nut t~: und t~'+l angehSren. Nun be- 
stimmen aber zwei Wege, die yon einem Punkte m' des Ge~bietes @' zu 
t• und t~'+l fiihren, ein Teilgebiet ~,.' yon {~', zu dessert Grenze eine solche 
zusammenh~ngende ~enge gehSrt, und daraus schlieBt man, dab diese 
Menge mi~ T~' identisch ist. 
Nun hat gem~B w 11 (Satz XIV) jede einfache Folge einer einfachen 
Kurve die Eigensehaft, dab die Breite der zugehSrigen Kurvenbogen gegen 
Null lronvergiert. W~ihlt man also auf jedem Bogen K,' einen Punk~ k/' 
beliebig aus, so haben auch aUe diese Punkte {k~"} den Punkt k' als 
Grenzpul.kt; wegen der StetigkeR miissen daher die auf den Mengen T,' 
enthaltenen Bildpunkte { t," } ebenfalls t' als Grenzpunkt besi~zen. Wie 
man aber anderersei~s auch die Punkte C' auf den Mengen T," annehmen 
mag, immer gibt es zu t~" einen Bildpunk~; k," yon /i:~', und deshalb muff 
aueh jede solche Folge {t/'} den Punkl t' als Grenzpunkt haben, wie 
aach die Punkte t," auf den Mengen T~' gew~hlt werden. Daraus folgt 
aber, dab die Breite !8 (T~') mit wachsendem v gegen Null konvergiert; 
denn sonst kSnnte man gemiiB w 9 des Berichts auf den Mengen T,' 
Punkte v,' so annehmen, dal~ ihr Grenzpunk~ yon t' verschieden ist. Da- 
mit ist die Erreiehbarkeit yon t' fiir das Gebiet (~' gem~il~ w 10 des Be- 
richts erwiesen. 
Ich beweise nun noch den folgenden euen Hflfssatz: 
2) Enth61t die Komplement~irmenge einer zusammenMingenden Menge 
zwei Gebiete yon der Art, daft jeder Punkt yon ~ gemeinsamer Grenzpun~ 
dieser Gebiete ist, und besitzt die Menge ~ iiberdies die Eigenschaft, daft 
jeder ihrer _Punkte fiir jedes Gebiet, zu dessert Grenze er gehSrt, erreichbar 
ist, so ist sie eine einfache geschlossene Kurve. 
Gem~iB der Definition der einfachen gesehlossenen Kurve (w 11 des 
Beriehts, S. 178) wlrd der Satz bewiesen sein, sobald wit zeigen, dab die 
Komplementiirmenge nut in die zwei Gebie~e zerf~llt, deren gemeinsame 
Grenze die Punktmenge isi. Darin besteht sein Inhalt und seine Be- 
deutung; es wird durch ihn ausgeschlossen, dab die Menge ~: eine Gebiets- 
grenze yon dem yon Herrn Brouwer gefunctenen allgemeineren Charakter 
ist. Den Beweis ftihre ieh folgenderma~en. 
Die beiden Gebiete, die die Komplementilrmenge gem~iB der Voraus- 
setzung enth~it, miigen ~ und 2 bellmen. Wir nehmen nun an, die Kern- 
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plement~rmenge enthal~e noch ein drittos Gebiet~ {~', und es seien t, mad 
t 2 zwei Punkte der Grenze yon {~' (Fig. 1).i Dann sind 
diese Punkte gem~B der Voraussetzung sowohl ffir ~, wie A a 
far ~, als auch ffir {~' erreichbar. Wit legen nun zu 
ilmen in ~ und 9~ die Wege ~r ~ und al, %; m und a 
seien ihre Ausgangspunk~e. Diese vier Wege bes~immen ~ t~ 
ein Polygon P und dieses Polygon zerleg~ die Ebene in 
~wei Gebiete ~(P) und ~(P). In jedem 77n i.ba~n~lie_gt ~/ / t~ 
eine Teilmenge yon ~:; diese Teilmengen seien T iund  Y'~. m V 
Sei nun m ~ ein Punkt yon. O" so gib~ es auch yon ibm ~.  ~. 
zwei zu t~ und t~ f'fihren~6 ~ege;  sie seien f~' und f~'. 
in so  e legen ale Woge und  o iet 
in zwei Teilgebie~e, und da ein Punk~ t~ der Teilraenge T~ nur in ei~em 
yon ihnen enthalten ist, so mfiBte notwendig einer der beiden Weg% die 
ihn mi ta  und m verbinden, einen der bereits vorhandenen Wege kreuzen. 
Ebenso w~ire es, wean man den Punkt m' in ~(P) annimm~. Damit ist 
unser Sa~z bewiesen. 
Endlich erw~hne ieh noch folgende leicht ersich~liche Tatsache: 
3) Sei ~ die Teilmenge iner linienhaf~en Menge ?s We~ dan~ ?s 
die Eige~schaft hat, daft ~eder ihrer Punkte fiir jedes Gebiet, ~u dessen 
Grenze er geh6rt, erreichbar ist, so b~eibt dies fi~r die Gebiete, in wdche die 
Kom21ement~irmenge yon ~ zerfgllt, bestehen. 
Denn ist te in  Punk~ yon ~:, dot zur Orenze eines Gebiets $ geh~r~ 
so gibt es in {~ einen zu t ffihrenden Weg [. Dies kann aber daduroh 
nicht geiiadert werden, da~ man ~: durch Tilgung einer Teilmenge auf ~.~ 
reduziert. Es is~ also t aueh fiir das Gebie~ ~l der Menge ~ (2:1) erreieh- 
bar~ dem t~ angeh6r~. 
Nunmehr lassen sich die in w B des Berichts en~hal~enen Siitze in 
folgender Form ableiten. 
(w 3 des Berichts)'Hi l fssatz. 1st ~' umkehrbar ei~deutiges und 
stegges Bild einer einfachen gesehlossenen J~.urve ~, so kann die ~omj)le- 
ment~menge van ~" nicht ein ei~iges Gebiet sein. 
Zum Beweise verbinde man (Fig. 2) einemPmakt m 
der Komplement~rmenge yon~' mit zwe i~q '  
and c( yon ~' durch die Wege ~ uad ~. ~Nird nun 
angenommen, dal} die Komplement~rmenge ut ein 
einziges Gebiet @ bildet, so zerlegen die Wege 
and I~ dies Oebiet @ in z~w_~T~u~d_ .~ j  
m deren gemeinsamer Grenze auBer ~ und ~ noch 
~iue gewisse zusammen]aiingende Teilmenge C' yon ~' 
~ieser Menge C" ist dem Sa~z 1) gen~l~ sowohI ffir 
m 
leig. 2. 
geh~r~.V Jeder Punk~ 
wio ffir ~ allseitig 
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erreiehbar. Ist also c' ein won c~" und ce' versehiedener Punk~ yon U', 
so l~il~t er sich mi~ m durch je einen in ~ bezw. ~d ver]aufenden Weg 1[ 
und a verbinden. : Dieso beiden Wege bilden ein Polygon, trod da die 
Wege [1, ~'2 uad ~, a einander trennen, so mul~ alas Polygon den einen der 
beiden Punkte c 1' und c~' einschliel3en, w~hrend es den andern ausschlie/3t. 
Die Menge. 'G' wtirde also in zwei abgeschlossene T ilmengen zerfallen 
k~nnen, die nur einen Punk~ gemein haben. Das g]eiche miil~te also flit 
die Menge ~ der Fall sein, und dies ist nicht mSglich. Dami~ ist unser 
Hilfssatz bewiesen. 
Wir beweisen unmehr den folgenden Satz (vgl. Satz V des Berichts). 
])as umkehrbar eindeutige und stetige Abbild einer einfachen geschlossenen 
Kurve ist wieder ei~e einfache geschlossene Kurve. 
Aus dem eben bowiesenen Hilfssatz ergibt sich zun~iehs~, dat~ die 
Komplementiirmenge des Bildes ~' nicht ein einziges Gebiet ist; und aus 
dem obigen Erreiehbarkei~ssatz 1) folgt welter, dal3 jeder Punkt yon ~" 
ftir jedos Gebiet, zu dessert Grenze er gehSrt~ erreichbar ist. Sei nun (~ 
eines dieser Gebie~e, und ~1' sein ~iul3erer Rand. Dann ist zun~ehst klar, 
dal3 es i.n der Komplemen~iirmenge yon ~1" zwei Gebiefie 63" und 9/ gibt, 
sodaB jeder Punkt yon ~ '  gemeinsamer Grenzpunkt yon ihnen ist*); uncl 
wei~er folgt aus dem Satz 3), dal~ auch alle Punkte yon ~i' ftir jedes 
Gebiet, zu dessen Grenze sie gehSren, erreichbar sind. Aus Satz 2) folgern 
wir daher, dal3 ~1" eine einfache geschlossene Kurw ist. W~re sie nun 
nicht mit ~" identisch, so w~re sie eine Teilmenge yon ~', und ihr miil~te 
daher eino Teilmenge yon ~ entsprechen. Sie w[irde also ein Abbfld 
haben, dessen Komplementiirmenge ein einziges Gebiet ist, was aber 
gegen den eben bewiesenen Satz verst~il~t. 
Damit ist der fiir den ganzen Gedanl~engang des Berichts grundlegende 
Satz des w 3 in einer fiir die weiteren Beweise ausreichenden Form wieder- 
hergestellt.**) Die Besehrilnkung auf einfache Kurven, die wit ihm auf- 
erleg~ haben, mach~ das Eingehen auf die allgemeinen won Herrn Brouwer 
gefundenen gestalflichen Ta~sachen entbehrlich. Darin lieg~ der Erfolg 
des hier benutzten Beweisganges. 
Eine fiir die weReren Sehlfisse vorhandene Liicke ist nut noeh in 
w 4 auszufiillen; ieh lasse den Beweis des Satzes u in dem sio enthal~en 
is~ (vgl. die Brouwersehe Kritik, S. 413), hier nochmals folgen, indem ich 
ilm ebenfalls etwas ausffihrlicher darstelle, als es im Bericht geschehen ist. 
*) Das Gebie~ $" ist mi~ ~ identisch oder enthttlt ~ als Tei]menge; vgl. oben 
Sei~e 488. 
**) Der Satz l~d~t; s[ch fibrigens auch im s an den Bericht (S. 159) mi~ 
ttilfe tier approximlerenden Polygone rweison. Den ob~gen k~irzeren Beweis h~be 
ich aueh deshalb vorgezogen, well er sich auf die Erreichbarkeitseigenschaf~ s~5 zt. 
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Der Sutz betrifft den Fall, dab ein Polygon C saint seiner Fl~he der 
Abbildung unterlieg~; in dieser Fl~iche denken wit uns ein Polygon ~*). 
Ferner seien 
die beiden Gebiete, in die die Fl~iche ~ (C) dutch das Polygon ~ zeff~illk 
~' und ?~' seien die Bildmengen, und ~' sei wieder Bild yon ~. Wie 
oben bewiesen wurde, zerlegt ~" die Ebene in zwei Gebiete, deren ge- 
meinsame Grenze sie ist. Da nun 5'  und 9.1' Kontinua sind, so folgt 
unmit~elbar, dal~ nut je eines dieser "Gebiete Punkte xon ~" und 9.[' en~- 
halten kann. 
Es ist nun zun~ehs~ zu zeigen~ da~ die Gebiete, in denen die Mengen 
~' und ~'  enthalten sind, nicht idenfisch sein kSnnen. Dies geschieht 
in wesen~liehem Ansehlu] an den Bericht folgenderma]en.**) 
Sollen ~' und ?/' in demselben Oebie~ eothalten sein, so mSge ~0' 
dieses Gebiet sein; settle ~renze ist ~" (Fig. 3).***) 
Wean wir d ann in~'  ei n die Menge ~' im Ab- ,.., _ ~ ~ .  
stand ~ approximierendes Polygon ~ zeichnen, / ~ ' ~ ~ e s '  
so zerteilt es das Gebiet ~)" in ein Ringgebieb ~" ~, / ' /  u, - ' ) )  
und ein Restgebiet H'. Wir woUen nun e in [ [ ' ,  "~ ~. ,~}]  
bestimm*er Weise w~hlen. 
Seien c/ and e~' zwei Punkte yon ~', z .B.  e~._ .~z  
solche, deren AbsLand O(cl", c~') ein Maximum Fig, ~, 
is~. Ihre Bildpnnkte c~ und e~ zerlegen das 
Polygon ~ in z~vei S~reckenzfige C~ und C~; ihnen en~sprechen wieder 
die Bildmengen C~' und C~'. Auf C~' w~ihlen wir d~nn einen Pun]~ ?~' 
aus, z. B. so, da~ sein Abstand yon C( ein Maximum ist, und ebenso 
auf C~' einen analogen Punkt ?~'. Wit w~,hlen ferner ia ~[ in der ~he 
yon c~ und c~. zwei Punk~e a~ resp. a o in tier Weise, dab die S~recken 
a~c~  .,4~ and a~c~  A~ ganz zu ~ geh6ren und ttberdtes keinen Punk~ 
gemein haben. Das Analoge wird darm auch fiir die Bfldmengen A(  
und A~' der Fall sein; sie sind fiberdies einfache Kurvenbogen und Teil- 
mengen yon ,~'. 
Wir w~ihlen nun die Gr61~e ~ so, dal~ a~' und %' dem Res~gebiet H" 
angeh~ren. Die be~den Menge~ A/  and A /  werdenrdana notwend~g alas 
Ringgebiet durchdringen; sie bes~immen dah~r ezw~ zus~mmenh~ngende 
Teite R~ und R~ des Ringgebie~, die kurz dadurch de]]nierbar sind, dab 
*) Sa~z ~nd Beweis lessen sich fibrigens eueh auf den F~I1 ausdehnen, dsB 
und ~ einf~che Kurven sind. 
~) Die saehllehe Ver~nderung gegen~iber dem Berieht besteh~ d~ria, d~l~ ich 
bier mit ~we/ Puuk~en a~ and a~ operiere, s~ wie alert mit einem. 
***) Die Figur ist nur schematisch gezeichnet. 
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ihnen die Bogen C '  resp. C( als Grenze angeh/Sren und dab sie keinen 
Punkt yon A( resp. A~' enthalten. Es gib~ dunn wieder je ein yon Null 
verschiedenes Minimum gl resp. /l~ i'fir die Abstiinde des Punktes 71' yon 
R~ und ftir die des Punktes 7( yon R~.. 
Denken wir uns nun in $(~) ein Polygon P gezeichnet, das das 
Polygon ~ approximiert, so geh~irt seine B~ldmenge P' zu ~" utld daher 
auch zu ~'. Wegen der Stetigkeit der Abbi[dung kSnnen wit dies 
Polygon P so nahe an ~ annehmen, dM3 die Menge P '  ganz dem Ring- 
gebiet !}t angehSrt, und dab zugleich die AbstRnde 
e (r,', P') und ~ (V~', ]9') 
beliebig klein werden. Daraus ist abet zu folgern, dab ~P' sowohl in R 1 
wie in R~ enthalten sein runS. Da nun P '  ein Kontinuum ist, so miiBte 
es auch Punkte yon A 1" oder A~' enfihal~en; dies ist aber ein Wider- 
spruch and damit ist der Beweis geliefert. 
Die weiteren Sehltisse yon w 4 des Berichts bleiben unveriindert 
hestehen. 
Eine in w 5 en~haltene kleine L~icke, die das Operieren mit Ring- 
gebieten betriff~, ha~ Herr Brouwer bereits in einfacher Weise ausgefiillt; 
und was den analogen Schlu$ in w 8 betrifft, so folgt er dort unmittelbar 
aus tier Eigenart des dort betrachtet~en Ringgebiets. 
Dagegen kann, wie bereits Herr Brouwer bemerkt hat, der iu w 5 
enthaltene Satz yon der Invarianz der a.llgemeinsten gesehlossenen Kurve, 
die allein f~r sich der Abbildung unterliegt, und der Kurvenfl~che aus 
den bisherigen Resultaten och nieht gefolgert werden. Dg, s bildct die 
Liicke, die in tier Theorie tier ebenen #estaltlich~.n Invarianten ~wch vor- 
handen ist. 
